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Dado un triángulo 4ABC, supongamos que la circunferencia Γb, con centro
B y radio BA, corta en B′ al lado AC, y que la circunferencia Γc, de centro C
y radio CA, corta en C ′ al lado AB. Las circunferencias Γb y Γc, que se cortan
en A y en un cierto punto X, vuelven a cortar al segmento B′C ′ en los puntos
Y y Z, respectivamente. Probar que XY es perpendicular a AB y que XZ es
perpendicular a AC.

Solućıon enviada por Ercole Suppa, Teramo, Italy

Sean respectivamente D y E las proyecciones ortogonales de B sobre AC y
de C sobre AB, como aparecen en la figura siguiente.
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Por ser BA = BB′ y CA = CC ′ es claro que

AB′ = 2 ·AB · cos A, AC ′ = 2 ·AC · cos A ⇒

AB′ : AC ′ = AB : CA

Por tanto los triángulos 4ABC y 4AB′C ′ son similares, entonces

∠AC ′B′ = ∠ACB, ∠AB′C ′ = ∠ABC (1)

Teniendo en cuenta que los ángulos inscritos en una circunferencia que abar-
can el mismo arco son iguales, tenemos que

∠Y XA = ∠Y AB′, ∠AXZ = ∠AC ′Z (2)
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Si denotamos U = XZ ∩AC y V = XY ∩AB, usando (1) y (2) llegamos a

∠V XU = ∠V XA + ∠AXU = ∠Y XA + ∠AXZ =
= ∠Y AB′ + ∠AC ′Z = ∠ABC + ∠ACB = 180◦ − ∠V AU

Resulta aśı que el cuadrilátero AV XU es inscriptible, por tanto

∠AV U = ∠AXU = ∠AC ′B′ = ∠ACB (3)

∠XV U = ∠XAU = 90◦ − ∠ACB (4)

Agregando (3) y (4) obtenemos ∠AV X = 90◦, es decir XY ⊥ AB.

Por ser AV XU ćıclico, también tenemos que ∠AUX = 90◦ y esto concluye
la demostración. �
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