Problema 140. Propuesto por Francisco Javier Garcia Capitin, I. E. S.
Alvarez Cubero, Priego, Cérdoba, y Juan Bosco Romero Mdrquez, Universi-
dad Complutense, Madrid.

Dado un tridngulo AABC, supongamos que la circunferencia I'y, con centro
B y radio BA, corta en B’ al lado AC, y que la circunferencia I, de centro C'
y radio C'A, corta en C’ al lado AB. Las circunferencias I'y y I'., que se cortan
en A y en un cierto punto X, vuelven a cortar al segmento B’C’ en los puntos
Y y Z, respectivamente. Probar que XY es perpendicular a AB y que X Z es
perpendicular a AC.
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Sean respectivamente D y E' las proyecciones ortogonales de B sobre AC' y
de C sobre AB, como aparecen en la figura siguiente.

Por ser BA= BB’y CA = CC" es claro que

AB'=2-AB-cosA, AC'=2-AC-cosA =
AB': AC' = AB:CA
Por tanto los tridngulos AABC y AAB’C’ son similares, entonces
/AC'B' = ZACB, /AB'C' = ZABC (1)

Teniendo en cuenta que los dngulos inscritos en una circunferencia que abar-
can el mismo arco son iguales, tenemos que

/YXA=/YAB, /AXZ=/AC'Z (2)



Si denotamos U = XZNAC y V = XY NAB, usando (1) y (2) llegamos a

LVXU = LVXA+LAXU =LY XA+ LAX 7 =
=/YAB' + /AC'Z = ZABC + ZACB = 180° — LV AU

Resulta asi que el cuadrilatero AV XU es inscriptible, por tanto
LAVU = LAXU = LAC'B' = ZACB (3)
/XVU =/XAU =90° — ZACB (4)

Agregando (3) y (4) obtenemos ZAVX = 90°, es decir XY L AB.

Por ser AV XU ciclico, también tenemos que ZAUX = 90° y esto concluye
la demostracién. O



