Problema 495. Sea un triangulo ABC, A su area, m, myp, m las longitudes de
sus medianas y wg, wp. w, las longitudes de sus bisectrices interiores. Demostrar

las siguientes desigualdades:
(a)  mgmp + mpme + memg > 3V3-A
(b)  muwe + mpwy + mew, > 3V3-A

Vicario, V. (2008): Comunicacidon personal.

Soluzione di Ercole Suppa. Adottiamo le notazioni usuali, ossia denotiamo
con a, b, cilati BC, CA, AB, con A, B, C gli angoli, con s il semiperimetro e

con A larea del triangolo AABC.
Per dimostrare le disuguaglianze richieste premettiamo i seguenti lemmi:

LEMMA 1. In ogni triangolo AABC sussiste la disuguaglianza
2> 3v3A
L’uguaglianza ¢ verificata se e solo se AABC' ¢ equilatero.
Proof. Dalla formula di Erone e dalla disuguaglianza AM-GM abbiamo:

B (s—a)—|—(s—b)—|—(s—c)Bis4
A? =5(s—a)(s—Db)(s—c)<s 3 =5

e I'uguaglianza vale se a = b = c.

LEMMA 2. In ogni triangolo AABC sussiste la disuguaglianza
w? 4+ wi 4+ w? > 3V3A
L’uguaglianza ¢ verificata se e solo se AABC ¢ equilatero.

Proof. Dalla formula della bisettrice w, = % cos % abbiamo:

9 4bc be a?be

w; = 7(()—&— 0)25(5 —a) = b+ o7 [(b—|—c)2 — a2] =bc — 7(1)_’_ S

ed, essendo 4bc < (b + ¢)?, risulta:

Pertanto:



La disuguaglianza richiesta si ottiene dalla (1) sommando le seguenti:

Zbcf%ZaQZm@A (2)
iZanﬁA (3)

che discendono direttamente dalla disuguaglianza di Hadwiger-Finsler!
3 a2 > 4VBA+ (a—b)2+ (b— ) + (c— a)?

Si prova facilmente che I'uguaglianza vale se e solo se AABC ¢ equilatero. [

(a) Poiche b? + ¢ > 2bc abbiamo:

2 (p2 2\ _ .2 2 2
m = 2 *Z) ¢ z(”cil L —s(s—a) (4)

e analogamente si dimostra che:

mi > s(s —b) , m? > s(s —c) (5)

Dalla disugualianza AM-GM, tenuto conto di (4), (5) e del LEMMA 1, si ha:

MMy + myme + memg > 3¢/m2 -m2 -m?2 =

=3Ys3(s—a)(s—b)(s —c) =
= 3Vs2A2 >

> 31/3V3A3 =

= 3V3A

e la disuguaglianza (a) ¢ provata. O

(b) Dalla formula della bisettrice, osservato che 2v/bc < b + ¢, abbiamo:

_ 2bc cosé _ 2bc [s(s—a)  2Vbc
bic 2 b+ be  b+c

\/s(s—a) < \/s(s—a)

e, dato che m, > \/s(s — a), ne segue che w, < m,. Analogamente si prova
che:

Wq

Mg = Wq > mp = Wy ) Me 2 We (6)
La disuguaglianza (b) discende dalle (6) e dal LEMMA 2:
MeWq + Mpwy + Mewe > wg + w,f + wz > 3v3A

O

1Vedi Problema n. 400 di TriangulosCabri, Francisco Javier Garcia Capitan, La desigual-
dad de Weitzenbéck.




