Problema 508. Sea ABC un tridngulo, I su incentro y 7 el radio de su
circunferencia inscrita. Demostrar que se cumplen las siguientes desigualdades:

A-B B-C C—A>6
1 sec 1 sec 12 T
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Soluzione di Ercole Suppa. Premettiamo il seguente’:

LEMMA. Se A, B, C sono gli angoli di un triangolo sussiste la disuguaglianza
A-B B-C Cc—-A A B C

cos cos cos > 8sin — sin — sin —

2 2 2 2 2 2

Dimostrazione. Dati tre numeri reali positivi a, b, ¢ dalla disuguaglianza tra
le medie aritmetica e geometrica si ricava a + b > 2vab e, moltiplicando le
disuguaglianze analoghe per b + ¢ e ¢ + a, abbiamo:

(a+b)(b+c)(c+ a) > 8abc &

a+b b+c c+a

>8 1
c a b (1)
Allora, dal teorema dei seni, segue che
. . c A-B A-B
a—i—b:smA—ﬁ—smBZQCOS§COST:COST @)
c sin C 2sin % cos % sin %

La disuguaglianza voluta si ottiene sostituendo la (2) e le altre simili relazioni
nella (1). |

Veniamo ora alla soluzione del problema. Essendo 0 < @ < M;iB‘ < 90°
abbiamo:
cosAiB >cosA7B
4 = 2
Moltiplicando le analoghe disuguaglianze che si ottengono per gli angoli B — C'
e C — A otteniamo:

A-B B-C C—A> A-B B-C Cc—-A
cos 1 cos 1 cos 7 2 cos 5 cos 5 cos 5
0, equivalentemente
wA=B B=C C-A  A-B A B-C C-4 g
sec 3 sec 5 sec 5 2 sec 1 sec 1 sec 1

Per dimostrare la disuguaglianza richiesta, tenuto conto della (3), sara sufficiente
dimostrare che:

A-B secB_C SecC_A (4)
2 2 2

AI+BI+CI>6r-§/seC
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Dalle note relazioni

r r r
Al = — ) Bl = — ) Cl=——+F
sin 5 sin 5 sin 5

applicando la disuguaglianza tra le medie aritmetica e geometrica ed il LEMMA
precedente otteniamo:

Al +BI+CI = —— + +

1
> 6r- ¢ >
\/SSingsingsing

>6€/ A-B B-C C(C-A
= 0or COS 2 COS 2 COS 2

e la disuguaglianza (4) & provata. O



