Problema 509. Sea ABC un tridngulo, y sea M un punto interior, y D,, Ej
y F., los pies de las cevianas que pasan por M, y cortan a los lados BC, AC'y
AB, respectivamente. Sean los puntos N, = CF. N D,FEy, vy P, = BE, N F.Dy;
prolongamos AP, y AN,, hasta que corten a BC en H, y G, respectivamente.
Probar que:
G,C CD,
D,G, D.B
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Soluzione di Ercole Suppa.

Risolviamo il problema con coordinate baricentriche relative al triangolo AABC'.
Premettiamo il seguente risultato

LEMMA. Siano P, @) due punti appartenenti al piano del triangolo ABC'. Se le
coordinate baricentriche (omogenee) di P e @ hanno la stessa somma, allora le
coordinate baricentriche del punto X della retta PQ tale che PX : XQ =m:n
sono espresse dalla formula

n m

X = P+ Q

n+m n+m

Dimostrazione. E’ sufficiente consultare un testo di geometria in cui sono trat-
tate le coordinate baricentriche, come ad esempio uno dei seguenti riferimenti:

e Paul Yiu, Introduction to the geometry of the triangle

e Francisco Javier Garcia Capitan, Coordenadas Baricéntricas


http://math.fau.edu/Yiu/geometry.html
http://garciacapitan.auna.com/baricentricas/

Tornando al problema proposto, dette w : v : w le coordinate baricentriche di
M, ipunti D,, Fy, F. hanno coordinate:

D,=0:v:w) , Ep=w:0:w) , F,=(u:v:0)
dove u,v,w > 0 in quanto M ¢ interno al triangolo AABC.

Per trovare le coordinate del punto N, determiniamo le equazioni delle rette
D,FEy e CFg:

Ty =z
D,Ey : |0 v w|=0 = vwz + uwy —uvz =0 (2)
u 0 w
x oy z
CF.:|10 0 1|=0 = v —uy =0 (3)
u v oo

Risolvendo il sistema formato dalla (2) e la (3) troviamo che N, = (u : v : 2w).
La retta AN, ha equazione

z
0 [=0 = 2wy —vz=0 (4)
2w

AN, :

IS
e ow

e il punto G, intersezione delle rette BC' ed AN,, ha coordinate

v 2w
a=0:v:2w) = : P
¢ (0:v: 2w) (O v+ 2w ’U—|—2’LU)

Con un facile calcolo si puo verificare che

D=2 c+- Y .B
v+ w v+ w
w v+ w
= . .D
“ v+ 2w + v+ 2w “

Pertanto, tenuto conto del LEMMA, abbiamo:

CD, v CG, v+ w G,.C CD,

= — s = — = + ]_

D,B w G.D, w D,G, D,B

e la dimostrazione ¢ completa. O

Osservazione. Il problema puo essere risolto anche per via sintetica, utiliz-
zando il teorema di Ceva'.
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