Problema 518. Sea ABC un tridngulo con angulo mayor en A, y lados a >
b > c. Tracemos sobre el interior del lado mayor BC' opuesto al angulo A, los
puntos Py @ tales que BP=a—-by QC =a —c.

Sean hp = PP' y hg = QQ' las alturas trazadas desde los vértices P y Q
de los tridngulos ABP y ACQ y sus pies P’ y Q’'sobre sus lados opuestos AB y
AC respectivamente. Probar que :

> <
(a) PQ2—2~BP~QCEO & A S 90°

< ano
(b) PQ—(hp+hg) 20 & A 90

IN IV

(¢) ¢Son (a) y (b) dos caracterizaciones equivalentes de la clase de tridngulos
segun los angulos?
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Posto a = BC, b= CA, c= AB, A = [ABC(], risulta ovviamente:

BP=a—-b , QC=A-c (1)

PQ=BC—-BP-QC=a—-(a—b)—(a—c)=b+c—a (2)

PP’:BP~SinB:(a—b)% (3)
, , 2A

QQ ZQO'SIHC:(G—C)T (4)

(a) Da (1),(2) e dal teorema del coseno segue che:
PQ*—-2-BP-QC = (b+c—a)*>—2(a—b)(a—c)=
=b*+c*—a® =2bc-cos A



e quindi

PQ?*-2-BP-QC 90°

IN IV
IV IA

(b) Usando le formule (1),(2),(3),(4) abbiamo:

PQ — (hp+hg) >0 &
b+c—a—(a—b)sinB—(a—c¢)sinC >0 =
b+c—a—(a—b)%—(a—c)%20 <=
ab®c + abc® — a’be + 262 A + 262 A — 2abA — 2acA > 0 =
abe(b+c—a) > 2 (ab+ac—b* — ) A &

Nell’'ultima disuguaglianza abbiamo: (b+ ¢ —a) > 0 in quanto a, b, ¢ sono
le lunghezze dei lati di un triangolo e (ab+ ac — b* — ¢?) > 0 poich¢ a > b > c.

Pertanto tale disuguaglianza ¢ equivalente a:

a2b202(b—|—c—a)2—4(ab—|—ac—b2—02)2A2 >0 (5)

La (5), sostituendo A = /s(s — a)(s — b)(s — ¢), s = (a + b+ ¢)/2 (formula
di Erone), equivale a
(b+c—a) (b*+c*—ad®) fla,b,c) >0 (6)
dove abbiamo posto:
f(a,b,c) =a*b® +b° + 2a®be + a®b*c + a3c? + a*bc? + 6ab*c? + c°
—a?b® — ab* — 2ab®c — b*c — a*c® — 2abc® — act — bet

(7)

Dimostriamo ora che f(a,b,¢) > 0 per ogni a,b,¢c > 0 tali che a > b >c. A
tal proposito osserviamo che esistono due numeri z,y > 0 tali che b=c+x e
a=c+x+y. Sostituendo b = ¢+ e a = ¢+ z + y nella (7) otteniamo:

f(a,b,c) =4c® + 2%9y* (2 +y) + 4c* (4z + 3y) + 3¢ (7m2 + 122y + 4y2) +
+ cxy (6I2 + 13zy + 4y2) + 2 (8:03 + 2922y + 24xy® + 4y3) >0

Pertanto la (6) equivale a
(b+c—a)(B*+c*—a®) >0 &

2(b+c—a)bc-cosA>0 & A <90°

In modo analogo (i calcoli sono gli stessi!) si dimostra altra equivalenza:

PQ—(hp+hg)<0 &  A>90°



