
Problema 532. Sea ABC un triángulo con a > b ≥ c y M el punto medio de
AB. Demostrar que existe un punto P del segmento CM de modo que las bisec-
trices interiores de los ángulos ∠PAC y ∠PBC se cortan en un punto Q de CM .

Propuesto por Vicente Vicario Garćıa, I.E.S. El Sur, Huelva

Soluzione di Ercole Suppa.
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Supposto il problema risolto, sia k = PQ/QC e sia R il punto di intersezione
di CM con la bisettrice esterna dell’angolo ∠CAP .

Per il teorema della bisettrice interna abbiamo:

AP

AC
=
BP

BC
= k

da cui segue che A e B appartengono al cerchio di Apollonio γ, relativo al seg-
mento PC, di parametro k.

Come è ben noto il cerchio γ ha per diametro il segmento QR e quindi il
centro di γ è l’intersezione di QR con l’asse ` del segmento AB.
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Poichè a 6= b abbiamo:

` 6= QR ⇒ ` ∩QR = M

Pertanto il centro di γ è il punto M e, di conseguenza, AM = MQ.

Allora possiamo dare la seguente costruzione del punto P :

• tracciare la circonferenza γ di diametro AB;

• determinare il punto di intersezione Q tra γ e il segmento CM ;

• poichè ∠MAQ = ∠MQA > ∠QAC, esiste un (unico) punto P del seg-
mento QM tale che ∠CAQ = ∠QAP .

Dimostriamo ora che il punto P trovato con la precedente costruzione verifica
la proprietà richiesta.
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Con riferimento alle notazioni introdotte in figura abbiamo:

• per costruzione AQ è bisettrice di ∠PAC;

• indicato con R l’ulteriore punto di intersezione di γ e CM , essendo AR ⊥
AQ, ne segue che AR è la bisettrice esterna dell’angolo ∠PAC;
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• dal teorema della bisettrice (interna ed esterna) applicato al triangolo
4CAP abbiamo:

AP

AC
=
PQ

QC
=
RP

RC
(*)

• da (*) discende che γ è il cerchio di Apollonio γ relativo al segmento PC,
di parametro k = AP/AC;

• poichè B ∈ γ, abbiamo:

BP

BC
=
AP

AC
=
PQ

QC

e questo prova che BQ è la bisettrice dell’angolo ∠PBC.
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