Problema 533. Dedicado a Jack Garfunkel.

Sea ABC un triangulo acutdngulo de lados a, b y ¢, p, R, r, semiperimetro,
radio del circulo cirunscrito e inscrito, al tridngulo, respectivamente, m,, mp,
m. las medianas, h,, hy, he, las alturas correspondientes a los lados a, b y c,
respectivamente, probar que :

abc
1) p2 5
1 1 1_+V3
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(if) a+b+c_ R
(iif) 1 n 1 1 >2
) —+ —+ — > —
mg mp me R

(v) hamg + hymy + heme < p?

alcanzado la igualdad en todas estas desigualdades si el tridngulo ABC es
equilatero.
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Soluzione di Ercole Suppa.

(i) Indicando con A Tarea del triangolo ABC e tenendo conto della disug-

uaglianza di Eulero R > 2r, abbiamo:
abc abc % é
R

abc — =p
2R? 2R - 34X

r
Se ABC ¢ equilatero, come € noto R = 2r, e la precedente relazione diventa
un’uguaglianza.

(ii) Poiche la funzione f(x) = sinz & concava sull’intervallo [0, 7], dalla disug-
uaglianza di Jensen segue che:

A+ B
sinA—&—sinB—i—sinC’S?)sin(M) 7r:37\/§

Dalla (1) e dalla disuguaglianza tra la media aritmetica e la media armonica
abbiamo:
111 9 9 9 V3

St > = — : — > ==
a b ¢ a+b+c 2R(snA+sinB+sinC) T 9p.3v3 R




Se ABC' ¢ equilatero sin A 4+ sin B + sinC = % ey
abbiamo un’uguaglianza.

(iii)

1
= =

% , quindi
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Indicando con O il circoncentro e con M il punto medio di BC, dalla disug-
uguaglianza triangolare abbiamo:

AM < AO+OM = me < R+ Rcos A (2)
Sommando la (2) e le disuguaglianze analoghe relative a m; ed m, otteniamo:

mq + mp +me < 3R+ R(cos A + cos B + cos C) (3)
Dalla (3), usando la nota identita ) cos A = 1+ % e la disuguaglianza di
Eulero R > 2r, segue:

ma+mb+mc§3R+R+r§§R (4)
Dalla (4) e dalla disuguaglianza tra la media aritmetica e la media armonica
abbiamo:

L, 1 9 > 9 _2
ma  mp  Mme  Ma+mp+me 3R R
Se ABC' & equilatero mg = mp = m, = %2
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Dalla (2) e la (6) abbiamo:
A
ma < R(1 4 cos A) = 2R cos? 3= MTTC 9)
e quindi dalla (5) segue che
Mahe < b T “he =17 (10)

ed analoghe disuguaglianze si ottengono permutando ciclicamente a, b, c.

Tenendo conto della (7) abbiamo:
(ro +rp+ TC)2 > 3(rary +1pTe + Terq) = 3p? =

o+ 7Ty +7e > \/gp (11)

Possiamo ora dimostrare la disuguaglianza (iv) utilizzando (8), (10), (11) :

2A 1
ma hama Tbrc
Ta + Ty + Te

=2A
reTsTe DA

Se ABC ¢ equilatero m, = mp = m, = @a, quindi:

Xx%zsi%zm@

(v) Dalle relazioni (7) e (10) segue che:

hama + homp + heme < 1yTe + 7ot + 1oy = P



Se ABC ¢ equilatero h, = hy = he = mg = mp = M, =

pertanto:

3 9
homg + hymy + heme = 3 - Zag = Za
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