
Problema 533. Dedicado a Jack Garfunkel.

Sea ABC un triángulo acutángulo de lados a, b y c, p, R, r, semipeŕımetro,
radio del ćırculo cirunscrito e inscrito, al triángulo, respectivamente, ma, mb,
mc las medianas, ha, hb, hc, las alturas correspondientes a los lados a, b y c,
respectivamente, probar que :

(i) p ≥ abc
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√
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(v) hama + hbmb + hcmc ≤ p2

alcanzado la igualdad en todas estas desigualdades si el triángulo ABC es
equilátero.
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Soluzione di Ercole Suppa.

(i) Indicando con ∆ l’area del triangolo ABC e tenendo conto della disug-
uaglianza di Eulero R ≥ 2r, abbiamo:
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4∆
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R
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Se ABC è equilatero, come è noto R = 2r, e la precedente relazione diventa
un’uguaglianza.

(ii) Poichè la funzione f(x) = sinx è concava sull’intervallo [0, π], dalla disug-
uaglianza di Jensen segue che:

sinA+ sinB + sinC ≤ 3 sin
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Dalla (1) e dalla disuguaglianza tra la media aritmetica e la media armonica
abbiamo:
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Se ABC è equilatero sinA + sinB + sinC = 3
√

3
2 e

∑
1
a = 9∑

a , quindi
abbiamo un’uguaglianza.

(iii)

A

B CM

O

Indicando con O il circoncentro e con M il punto medio di BC, dalla disug-
uguaglianza triangolare abbiamo:

AM ≤ AO +OM ⇒ ma ≤ R+R cosA (2)

Sommando la (2) e le disuguaglianze analoghe relative a mb ed mc otteniamo:

ma +mb +mc ≤ 3R+R(cosA+ cosB + cosC) (3)

Dalla (3), usando la nota identità
∑

cosA = 1 + r
R e la disuguaglianza di

Eulero R ≥ 2r, segue:

ma +mb +mc ≤ 3R+R+ r ≤ 9
2
R (4)

Dalla (4) e dalla disuguaglianza tra la media aritmetica e la media armonica
abbiamo:
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Se ABC è equilatero ma = mb = mc =
√

3
2 a ed R = 2
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3
, quindi
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(iv) Per dimostrare la disuguaglianza faremo uso delle seguenti relazioni:
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rb + rc =
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rarb + rbrc + rcra =
∆2

(p− a)(p− b)
+

∆2

(p− b)(p− c)
+

∆2

(p− c)(p− a)
=

= p(p− c) + p(p− a) + p(p− b) = p2 (7)

rarbrc =
∆3

(p− a)(p− b)(p− c)
= p∆ (8)

Dalla (2) e la (6) abbiamo:

ma ≤ R(1 + cosA) = 2R cos2 A

2
=
rb + rc

2
(9)

e quindi dalla (5) segue che

maha ≤
rb + rc

2
· ha = rbrc (10)

ed analoghe disuguaglianze si ottengono permutando ciclicamente a, b, c.

Tenendo conto della (7) abbiamo:

(ra + rb + rc)2 ≥ 3(rarb + rbrc + rcra) = 3p2 ⇒

ra + rb + rc ≥
√

3p (11)

Possiamo ora dimostrare la disuguaglianza (iv) utilizzando (8), (10), (11) :

∑ a

ma
=
∑ 2∆

hama
≥ 2∆

∑ 1
rbrc

=

= 2∆
ra + rb + rc
rarbrc

≥ 2∆
√

3p
p∆

= 2
√

3

Se ABC è equilatero ma = mb = mc =
√

3
2 a, quindi:∑ a
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3
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√
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(v) Dalle relazioni (7) e (10) segue che:

hama + hbmb + hcmc ≤ rbrc + rcra + rarb = p2
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Se ABC è equilatero ha = hb = hc = ma = mb = mc =
√

3
2 a, p = 3

2a,
pertanto:

hama + hbmb + hcmc = 3 · 3
4
a2 =

9
4
a2 = p2
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