Problema 593.

Dado el tridangulo acutangolo ABC, sean H,, H;, H. los pies de las alturas
trazadas desde los vértices A, B, C respectivamente. Si denotamos por r, R,
tq, ty, te €l inradio de ABC' y los circunradios de los triangulos ABC, H,AH.,
H,H.B, H,CHy, demostrar que:

3
3r<tatty+te <R (*)
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Indichiamo con H l'ortocentro del triangolo ABC. Dai triangoli rettangoli
ABH, e HBH, otteniamo AH, = csin B, BH, = ccos B, HH, = ccos Bcot C
e, di conseguenza

AH = AH, — HH, = csinB — ccos Bcot C =
sin BsinC' — cos BecosC'
sin C' -
— B
= CM =2Rcos A

2R

Pertanto t, = AH/2 = Rcos A e analoghe relazioni valgono per ¢, e t..

Dalla nota identita cos A 4 cos B + cos C' =1 + 1 e dalla disuguaglianza di
Eulero: R > 2r, segue che

ta—‘rtb—l-tcZR(COSA+COSB+COSC)ZR(l—i-%) =R+7r>3r



Dalle formule di Briggs

(s=Db)(s—¢) . B [(s—a)(s—c) . C  [(s—a)(s—D)
be ’ ST ac ’ Sy T ab

e dalla nota identita

A B C
cos A+ cosB +cosC = 1+4sin§sin§sin§

discende che

cosA+cosB+cosC:1+4\/(5_b)(5_0)\/(5_“)(3—0)\/(S—G)(S—b)

be ac ab
:1+4(sfa)(sfb)(sfc)
abe
T r 3
JrR_ +27“ 2

Pertanto

3
to +1ty +te = R(cos A+ cos B+ cosC) < §R

e la disuguaglianza (*) risulta dimostrata. O



