
Problema 593.

Dado el triángulo acutangolo ABC, sean Ha, Hb, Hc los pies de las alturas
trazadas desde los vértices A, B, C respectivamente. Si denotamos por r, R,
ta, tb, tc el inradio de ABC y los circunradios de los triángulos ABC, HbAHc,
HaHcB, HaCHb demostrar que:

3r ≤ ta + tb + tc ≤
3

2
R (*)
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Indichiamo con H l’ortocentro del triangolo ABC. Dai triangoli rettangoli
ABHa e HBHa otteniamo AHa = c sinB, BHa = c cosB, HHa = c cosB cotC
e, di conseguenza

AH = AHa −HHa = c sinB − c cosB cotC =

= c
sinB sinC − cosB cosC
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2R

= 2R cosA

Pertanto ta = AH/2 = R cosA e analoghe relazioni valgono per tb e tc.

Dalla nota identità cosA + cosB + cosC = 1 + r
R e dalla disuguaglianza di

Eulero: R ≥ 2r, segue che

ta + tb + tc = R(cosA + cosB + cosC) = R
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)
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Dalle formule di Briggs

sin
A

2
=

√
(s− b)(s− c)

bc
, sin

B

2
=

√
(s− a)(s− c)

ac
, sin

C

2
=

√
(s− a)(s− b)

ab

e dalla nota identità
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discende che
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Pertanto

ta + tb + tc = R(cosA + cosB + cosC) ≤ 3

2
R

e la disuguaglianza (*) risulta dimostrata. �


